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Sferno kretanje tela (Obrtanje tela oko nepokretne ta¢ke)

Sferno kretanje tela ili obrtanje tela oko nepokretne tatke je takvo kretanje tela koje ima jednu
nepokretnu tacku. Polozaj tela u prostoru moze biti jednoznac¢no odreden polozajem triju njegovih
tacaka koje ne pripadaju istoj pravoj. Kada je u pitanju telo koje vrsi sferno kretanje, treba zapaziti da
su od Sest koordinata tadaka A i B nezavisne samo tri zbog postojanja tri
relacije koje se mogu uspostaviti izmedu koordinata tih tacaka, a koje govore 0
nepromenljivosti duzina OA, OB i AB. Dakle, telo koje vrsi sferno kretanje
ima 6-3 nezavisnih koordinata, tj. tri stepena slobode kretanja. Jedan od
postupaka za analizu sfernog kretanja tela je Ojlerov postupak.
Ojlerov postupak podrazumeva koriséenje dva Dekartova pravougla
koordinatna sistema: Oxyz —nepokretan i O&p¢ - pokretan sistem, kruto vezan
za posmatrano telo. Kretanje tela tada je u potpunosti opisano kretanjem
pokretnog u odnosu na nepokretni koordinatni sistem. Neka se u pocetnom trenutku oba koordinatna
sistema poklapaju (Ox=0¢,, Oy=0Opg, i 0Oz=Og,)
Polaze¢i od tog pocetnog polozaja, do proizvoljnog polozaja
pokretnog koordinatnog sistema dolazi se ako se izvrse tri
nezavisna obrtanja.
1) Prvo se izvrSi obrtanje koordinatnog sistema O&né
oko ose Oz =0¢, za ugao y - ugao precesije. Na taj

nain, pokretni koordinatni sistem iz polozaja
O&,n,¢, prelaziu polozaj O&n(, -

2) Sledec¢e obrtanje koordinatnog sistema Q& vrsi se
oko ose O& =0¢&, =ON, kao nepokretne, za ugao 6
- ugao nutacije. Na taj nacin, pokretni koordinatni
sistem prelazi u polozaj O&,7n,¢,. Osa ON oko koje je izvrSena ova rotacija naziva se ¢vorna
osa.

3) Poslednje obrtanje vrsi se oko ose O¢, =0¢ zaugao ¢ - ugao sopstvene rotacije.

Na taj nacin dobija se proizvoljni poloZaj pokretnog koordinatnog sistema O¢&p¢ . Smatrace se da su

Ojlerovi uglovi pozitivni ako se uoCena obrtanja posmatrana sa pozitivnih krajeva osa Oz, ON i Q¢

vide kao matematicki pozitivna. U toku obrtanja tela oko nepokretne tacke menjaju se Ojlerovi uglovi
w, 0 1 ¢.Jednacine

y=y(t), 0=0(t), p=9(t)
nazivaju se kona¢ne jednadine sfernog kretanja tela.

Brzina tacke tela pri sfernom kretanju. Vektor trenutne ugaone brzine. Jednacina trenutne ose
obrtanja

Vektor brzine V tatke M tela koje vrsi sferno kretanje moze se odrediti kori§éenjem vektora poloZaja
F uodene tadke, koji je izraZen preko komponenata paralelnih jedini¢nim vektorima 1, oiv
pokretnog koordinatnog sistema Oé&nc | tj.
F=CA+nii+{V,
\7:F=§/1+77,u+§v
Osim toga, vektor brzine V tatke M tela moZe se 1zra21t1 iu obliku
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12 =1 - p=1, Vv =1,
1-5=0, v =0, v-A=0
A-2=0, p-ji=0, V=0,
A f=—ji-1, fv=—v-a Poi=-1-v
V=@-A¢-A-ani+
+(AAE= v E) i+
+(-vn-v-4 &)V
Ako se uvedu oznake
17-/{:@,7,2 A=, p-V=aw,,
tada je
V=(0,§-o, 0+ i oq v )
+(o, E-w, ) i+ \7=,%=a,§ o, o, ”:w52+a)77y+a)§‘7, V =&xT
+(w:n-w, SV, s n ¢

Ako se pode od uslova

i v
V=axF=|o, a: w,|=0" @¢-0n=00.5-0,5=0,0n7-0,=0,
s n ¢
f_n_¢
a)g a)q a)g

-trenutna osa obrtanja i obelezava sa OQ).
Vode¢i racuna o kolinearnosti vektora @ 1 trenutne ose obrtanja, zakljucuje
y se da je trenutni raspored brzina tacaka tela koje vrsi sferno kretanje isti kao da se
0/ telo obrée oko, u tom trenutku nepokretne trenutne ose. Ovo zapazanje moze se uzeti
kao osnova za uvodenje naziva za vektor @ - vektor trenutne ugaone brzine.

Ojlerove kinematicke jednacine

Za odredivanje trenutne ugaone brzine tela koje vrsi sferno kretanje polazi se od toga da se polozaj tela
moze odrediti pomo¢u tri Ojlerova ugla. Tada je polozaj tela poznat u svakom trenutku ako su poznate

konacne jednacine sfernog kretanja tela y =y (t), 6=0(t), @ =¢(t). Neka su uoCena dva
polozaja tela koje vrsi sferno kretanje, koji odgovaraju trenucima t i t + At na sledeéi nacin:
t : v 0 @
t+At 1 w+Ay  O0+A0  p+Ap
Ay , A Agp

At At At
Grani¢ne vrednosti ovih srednjih ugaonih brzina predstavljaju odgovarajuce trenutne ugaone brzine:

Odgovarajuce srednje ugaone brzine za dati interval vremena odredene su izrazima

- lim Ay _ dy =y -Ugaona brzina precesije,

At—0 At dt
im A0 _ de — @ -ugaona brzina nutacije,
At—0 At dt
- Ilim Ap _do _ ¢ -ugaona brzina sopstvene rotacije.
At—0 At dt

Vektori ugaonih brzina precesije @, = wk , nutacije & =@n isopstvene rotacije @, =¢@v usmereni
suduzosa Oz, ON i Q¢ ¢iji su jedini¢ni vektori k, fi i v,respektivno. Imajuéi u vidu da se ove ose
seku u jednoj tacki, vektor trenutne ugaone brzine @, tela koje vrsi sferno kretanje, moze se pisati u

obliku
B=0,+d, +d, =yK+0T+pv.
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; Kako je
k =sind sing 1 +sin6 cos¢ ji+coso v,
A=cosep A—sing ii+0Vv.
dobija se
2 @ =(ysin@sing +6cos )l +
- +(ysin@cosp—0sing )i+
+(ycos@+@)v.
8 V- w, =& A =ysingsing+0cosg,
/j/// - w, =@ fi=1y7sinOcos p—Osing,
- y @, =0 V=yCcosO+¢-

a):\/a)é +ol+ o} = i + 6% + ¢ + 2 c0s 6 ,

x - (4]
on cos A(@,4)=—=1 cos A(@,Ji)=—"
w w
¢ w
" cos £(&,V)=—=-
(4]

A=cosyi+siny j+0K,
v =sin@siny i —sindcosy j+cosOk.
@ =(0cosy +@sindsiny )i +
+(Osiny —gpsinfcosy ) +
+(y +@cosO)K.

o, =d-T =0cosy+psindsing, o, =@- ] =0siny —psindcosy, @, =K =y +¢coso.

X

a):\/a)f + 0] + o} =i + 6% +¢” + 2y cos 6 ,
w

, cos (@K )="2"
w w

@y

cos (@, )= cos A(,]) =
w

Trenutno ugaono ubrzanje tela koje vrsi sferno kretanje

Neka je poznat vektor trenutne ugaone brzine @ tela koje vrsi sferno kretanje. Vektor trenutnog
ugaonog ubrzanja & tela koje vrsi sferno kretanje odreden je kao
- . A do -

Ako se sa ¢, oznacCi jedini¢ni vektor trenutne ose obrtanja O€2, tada se moze pisati da je
=00,

gde je sa @ oznalen intenzitet vektora @ . Tada sledi

— = d —- — =
5=a):a(a)a)0):a)a)0 + 0d,

E=E +E,-

Pri tome je & =a@w, - komponenta trenutnog ugaonog ubrzanja & koja
govori 0 promeni intenziteta vektora trenutne ugaone brzine i pravca je ose
OQ. Pri analizi komponente g, treba zapaziti da je vektor @, konstantnog
intenziteta i da je kraj ovog vektora, tatka A, na trenutnoj osi obrtanja OQ.
Njegov izvod po vremenu predstavlja brzinu @, , tatke A koja je odredena sa

_ dao,
Aot
Ako je sa @, oznacena ugaona brzina obrtanja vektora @, brzina kraja vektora @, moZze se odrediti

:(?)0-

kao @, = @, x @, -
E, =@, xD,) =@, XD -
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Projekcije vektora trenutnog ugaonog ubrzanja tela koje vrsi sferno kretanje na ose pokretnog i
nepokretnog Dekartovog koordinatnog sistema

D=0 Ato p+wV,

=0=wAto p+oV+ol+o ut+ov,

My

1

A=dxA, ji=dxp, V=oxv,
E=@ A+0,fi+a 0 +0(dxA)+o,(Bx i)+ (dxV),
E=@. A+, fi+a 0 +0x(0A+0 i+ V),
E=0. A+ I+ V+DXBD:, E=A+0, [+
d=w,+o,]+ok,
E=d =d)xf+d)yi+d)zlz, g :gxf+gyj+gzlz :
Projekcije brzine tacke tela koje vrsi sferno kretanje na ose pokretnog i nepokretnog Dekartovog
koordinatnog sistema
Polaze¢i od izraza za brzinu tacke tela koje vrsi sferno kretanje moze se intenzitet
brzine V, proizvoljne tacke M tela, odrediti u obliku
V=wrsin£a,r)=wrsiny =wh,,
gde je h, =MK =rsiny rastojanje tatke M od trenutne ose obrtanja. Pravac
vektora V. normalan je na @i F (atime i na h,), a orijentisan je na onu stranu

odakle se obrtanje vektora @, najkra¢im putem, do poklapanja sa vektorom F
vidi kao matematicki pozitivno.
Ako se vektor brzine V odreduje preko njegovih projekcija V..V, i V., naose

pokretnog koordinatnog sistema O&n¢ , tj.
V=V A+V i+V,v,
tada sledi da je

V, :\7%:(0”@”—(%77,
v, =\7-[1=a)§§—a)§§,
V., =\7-‘7=a)577—a)”§.

- -V - \Y - V
V= V24V 4V, cosL(V,A)z\; , cosL(V,ﬁ)zv”v cosL(V,ﬁ)zvg-

Na isti na¢in moZe se odrediti intenzitet, pravac i smer vektora brzine V , tacke tela koje vrsi sferno
kretanje, preko projekcija v, v, i vV, na ose nepokretnog koordinatnog sistema Oxyz,

1l
<
=4
I

) ) i J k V, 0,1-0,Y,
V=Vi+V j+V K v - gxr = o, o, o) V, =V j=0,x-0,,
Xy z Vv, :\7-IZ:a)Xy—a)yx.

. - .V .
V=,/Vf+vy2+vf, cosA(V,i):\\//—x, cosL(V,j)=Vy7 cosL(V,k):%-

Jednadina trenutne ose obrtanja, tela koje vr$i sferno Kkretanje, u odnosu na ose nepokretnog
koordinatnog sistema Oxyz je

i j kK
Vedxf=lo o ol|=0027-0y=0, w,X—w,2=0, o,y —w,x=0,
X y z
X 'y oz
xX_y_z
0, 0, O

Ubrzanje tacke tela koje vrsi sferno kretanje

Ubrzanje proizvoljne tacke M tela koje vrsi sferno kretanje je
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d
dt
d=exF+ax(@dxr).
a, =ersine,r)=ersiné =¢h,,
gde je h, =rsins rastojanje tacke M od pravca vektora

trenutnog ugaonog ubrzanja. Ova komponenta ubrzanja tacke
tela koje vrsi sferno kretanje naziva se obrtno ubrzanje.
A, =(&+& )XT =g xT+&,xT,

=V =—(OxF)=dxF+DdxF

(e

d, =i, xT +(&,x@)xF=4d, +3a, -
Pri tome je a_ =grsin/(&,F). Pravac vektora g normalan
1 1

je na ravan koju obrazuju vektori g i F, a smer je odreden
datim vektorskim proizvodom. Intenzitet vektora g dat je sa

a, =&,rsin/(&,,F),pravac je normalan na ravan koju obrazuju vektori g, i ', a smer neposredno
2

sledi iz datog vektorskog proizvoda.
Intenzitet druge komponente ubrzanja @x(@xT) tacke tela koje vrsi sferno kretanje, koja ¢e biti

oznalena sa 3, odreden je izrazom
a, =V sin A&V )=V sin90° =h w?,
gde je h, =MK =rsin y rastojanje tatke M od trenutne ose obrtanja OQ. Pravac vektora g,

normalan je na ravan koju obrazuju ¢ iV i upravan je na trenutnu osu obrtanja OCQ. Smer vektora a,

je onaj odakle se rotacija vektora @ najkra¢im putem do poklapanja sa vektorom V vidi kao
matematicki pozitivna, tj. uvek je usmeren ka osi obrtanja. Ova komponenta ubrzanja tacke tela koje
vrsi sferno kretanje naziva se aksipetalno ubrzanje. Kada su poznate komponente g i &, intenzitet

vektora ubrzanja proizvoljne tacke tela koje vr$i sferno kretanje odreden je npr. na osnovu kosinusne
teoreme sa

a=,/a?+a’+2a.a,cos /(3,,4d,)-

OpSte kretanje tela
Jednacine opsteg kretanja slobodnog tela

Opste kretanje slobodnog tela je takvo kretanje pri kome telo moze
da zauzme proizvoljan polozaj u prostoru. Slobodno telo koje vrsi
opste kretanje ima Sest stepeni slobode kretanja, odnosno njegov
polozaj odreden je sa Sest generalisanih koordinata. Konacne
jednadine opsteg kretanja slobodnog krutog tela date su u obliku

Xo, = f.(t), Yo, = f,(t), Zo = fy(t),
p="1(1), 0="f(t), @=1ft).
Pretpostavlja se da su funkcije f, (i=1,2,3, ..., 6) neprekidne,

jednoznaéne i najmanje dva puta diferencijabilne.

x Brzina tacke tela koje vrsi opste kretanje
Za proizvoljnu tacku M tela vazi
= Fol + Pu
gde je sa f, odreden poloZaj proizvoljno izabranog pola translacije O, i gde jesa p,, odreden poloZaj
tacke M u odnosu na pol O, . Tada je

<
=

1]
o<

+

)

X
D
Z

Vi =Ty :I%Ol_'_bM’ Vi :\701 +Vi Vit =@x py, =@xOM

Ubrzanje tacke tela koje vrsi opste kretanje
Ubrzanje proizvoljne tatke M posmatranog tela je

ay =Vo, tOX Py +@% Py, -
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SloZeno kretanje tacke
Relativno, prenosno i apsolutno kretanje tacke
Za proucavanje slozenog kretanja tacke potrebno je neko
. pokretno telo | i tatka M koja se kreée po njemu. Kretanje
tatke M u odnosu na nepokretan koordinatni sistem Oxyz
% 1 naziva se apsolutno kretanje i odredeno je parametarskim
\ jednacinama kretanja

|
|
R x=x(t), y=y(t), z=12(t),
| i ili F=xi+yj+zk. Brzina i ubrzanje tatke M u odnosu na
N } L7 koordinatni sistem Oxyz naziva se apsolutna brzina, odnosno
v \ apsolutno ubrzanje tacke M. Kretanje tacke M u odnosu na
A pokretni koordinatni sistem O,&pg, naziva se relativno
kretanje i odredeno je slede¢im parametarskim jednac¢inama
"’ v, §=4(t), n=n(t), ¢=¢(t),
7 } s $to se moze izraziti u slede¢em vektorskom obliku
|/ p=El+nii+cv.
Kretanje tacke tela I, sa kojom se u datom trenutku poklapa
tatka M, naziva se prenosno Kretanje. Prenosna brzina i

prenosno ubrzanje tacke su brzina i ubrzanje one tacke tela |
sa kojom se posmatrana tacka poklapa u datom trenutku.

>
Q
\
\
3

Brzina tacke pri sloZenom kretanju (apsolutna brzina tacke)

Polozaj tacke M u odnosu na nepokretni koordinatni sistem Oxyz odreden je sa
Fr=r,+p=r, +&+nu+gv,
gde je r, =00; a p=0OM . Tada je

V=r=7 +p,

P=El+Rf+CV+EL+i+CV
Prva tri Clana na desnoj strani prethodnog izraza karakteriSu brzinu promene vektora 5 u odnosu na
pokretni koordinatni sistem O,&ng . Taj deo izvoda po vremenu ,3 predstavlja lokalni (relativni) izvod
po vremenu vektora ,5 , odnosno relativnu brzinu tacke M, tako da vazi

v, = détp = EL 4+ G
Preostala tri ¢lana u izrazu za p karakteriSu promenu vektora p koja je posledica kretanja

koordinatnog sistema O,&r¢ U odnosu na koordinatni sistem Oxyz. Izvodi po vremenu jedini¢nih

vektora 1, 7 i v odredeni su na slede¢i nacin

A=adxi, [i=dxji, V=dxv,

gde je @ vektor trenutne ugaone brzine obrtanja tela | oko uslovno nepokretne tatke O,. Zamenom
ovih relacija dobija se
p=V, +&(@x )+ @x i) +5(GxV), p=N, +@x(EA+nii+6V),

p= O'It +dxp=N_+dxp-

Apsolutna brzina tatke M mozZe se sada izraziti kao :\70 X [)+\7r. Ako se tatka M ne kreée po
1

telu I, tada je \7r =0 i prethodni izraz svodi se tada na prenosnu brzinu tacke M
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V, =V, +@x -

Prethodnim izrazom odredena je brzina one tacke tela I, koje vr$i opste kretanje, sa kojom se u datom

trenutku poklapa tacka M. 1z svega prethodnog proizilazi da je apsolutna brzina tacke M jednaka zbiru

prenosne i relativne brzine, tj.

V =V, +V,.

Intenzitet, pravac i smer apsolutne brzine odreden je, npr. projekcijama na ose Dekartovog pravouglog
koordinatnog sistema Oxyz, tj.

V, =V, +Vyo V=V, 4V, V=V, 4V

\Y

rz”

.V .. -
V= VZ+V]+V7, cosA(V,l):VX, cosL(V,])zvyl cosz(v,k):%-

Ubrzanje tacke pri sloZenom kretanju (apsolutno ubrzanje tacke )

Izraz za apsolutno ubrzanje tatke M Koja se krece po telu | nalazi se odredivanjem izvoda po vremenu
izraza za apsolutnu brzinu tacke M, tj.
a=Vv =\701 +OXPp+DOXP+V,
pri ¢emu je \70 =4, - ubrzanje pola translacije, @ =& - prenosno ugaono ubrzanije tj. ugaono ubrzanje
tela I. Analogno izrazu za brzinu mozZe se pisati
. 7 7 2
V=0V 5. —a 1 axV,. g =3 G
dt dt dt
Relativno ubrzanje &, tacke M govori o promeni relativne brzine V. usled relativnog kretanja. Kada
koordinatni sistem O,&re miruje, tj. kada se telo | ne krece, sledi da je
a=a.

Na osnovu prethodno re¢enog, izraz za apsolutno ubrzanje taCke M moguce je napisati u obliku

= A+ ijl+ v

d=8, +Zxp+ox(V, +@xp)+a, +@&xV,, d=8, +Exp+dx(Dxp)+8, +20xV,.
Kada tatka M ne vrsi relativno kretanje, tj. \7r =0 i & =0, prethodni izraz svodi se na prenosno
ubrzanje tacke M
d,=8, +tExp+dx(dxp) 8,=8, +Exp+dxV.
lzraz 2% x\7r naziva se Koriolisovo ubrzanje tacke M, obelezava se sa g_,, 1.
a,, =2oxV,.
Intenzitet vektora g odreden jesa a_ = 2wV, sin£(&,V, ). O¢igledno je da je Koriolisovo ubrzanje
d,, Jednako nuli u slede¢im slucajevima:
1) =0, tj. kada se telo po kome se krece tacka, kree translatorno; 2) V. =0, tj. kada se tatka ne
krece relativno; 3) a“)HVr , tj. kada su vektori trenutne ugaone brzine tela po kome se krece tacka i

relativne brzine tacke paralelni.

Pravac vektora Koriolisovog ubrzanja 3 upravan je na ravan koju obrazuju

cor

vektori trenutne ugaone brzine tela po kome se krece tacka @ = J)p i relativne
brzine tacke \7r , a smer je takav da se posmatrano sa kraja vektora g obrtanje

vektora @ najkra¢im putem do poklapanja sa vektorom \7r , vidi kao matematicki
pozitivno. Na osnovu prethodnog proizilazi da je apsolutno ubrzanje tatke M
jednako zbiru prenosnog, relativnog i Koriolisovog ubrzanja, tj.

a=4d,+a +3a,-

Intenzitet, pravac i smer vektora apsolutnog ubrzanja tatke M moze se odrediti pomocu
projekcija na ose nepokretnog Dekartovog pravouglog koordinatnog sistema Oxyz, tj.

a‘x = apx + a‘rx + acorx’ a'y = apy + ary + acory’ a'z = apz + a'rz +acorz'

b - a- _
a=.a;+a;+a; . cosz(é,l)z%, cos£(a,])=—L, cosz(a,k):%-

a




